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¢ Qué es el computo cientifico?
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¢ Qué es el computo cientifico?

Definicion
> Se trata de la construccion de modelos matematicos y técnicas
numéricas para resolver problemas cientificos, de ciencias
sociales y problemas de ingenieria.

Introduccién

Métodos de aproximacion

Introduccion a
Python para el
computo Cientifico

Métodos Clasicos de

Aproximacion
Diferencias Finitas
Ecuacion de Poisson
Ecuacion de Transporte
Ecuacion del Calor
Ecuacién de Transporte y
Difusion

Introduccion a los

esquemas de

Diferencias Finitas

Generalizadas

Diferencias Finitas
Generalizadas



¢ Qué es el computo cientifico?

Definicion
> Se trata de la construccion de modelos matematicos y técnicas
numéricas para resolver problemas cientificos, de ciencias
sociales y problemas de ingenieria.

> Tipicamente es la aplicacion de modelado numérico y otras
formas de calculo de problemas en varias disciplinas cientificas.
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¢ Cual es la importancia del modelado numérico?

Motivacion

Un gran nimero de ecuaciones diferenciales, que describen el
comportamiento de fenédmenos “reales”, no pueden ser resueltos en
forma analitica:

oh  o(uh) = 9d(vh)

ot | ox ay 0
2h 1 h2
a(uh) N o(u"h+ 3gh7) N ouvh)  _ 0
ot ox oy
avh)  d(uvh) o(v*h+ 3gM%) 0

ot ox oy
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Diferentes métodos de aproximacion computo Cientifico
Cada método tiene sus fortalezas y debilidades con respecto a los “A{';}g;’;’;a‘;:zﬁws £e
demas, sin embargo algunos de los mas usados son Diferencias Finitas
Ecuacion de Poisson
» Diferencias Finitas. Ecuacién de Transporte
Ecuacion del Calor
» \oliumenes Finitos. Ef;ﬁgﬂndﬂransponev
> Elementos Fini'[OS. Introduccion a los
, esquemas de
» Métodos Espectrales. Diferencias Finitas
Generalizadas
> Métodos Libres de Mallas. BIOEE DR



Introduccion a Python para el cémputo Cientifico
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Jupyter Notebooks
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Combinacion Lineal

Definicion
Ahora, por definicién sabemos que

du _ lim u(x + Ax) — u(x)
adx = ax—0 Ax ’

Xg=a X=IA X x =b
i n

Gerardo Tinoco
Guerrero

Introduccién
Cémputo Cientifico
Métodos de aproximacion

Introduccién a
Python para el
computo Cientifico

Métodos Clasicos de
Aproximacion

Ecuacion de Poisson
Ecuacion de Transporte
Ecuacion del Calor
Ecuacién de Transporte y
Difusion
Introduccion a los
esquemas de
Diferencias Finitas
Generalizadas

Diferencias Finitas
Generalizadas



Combinacion Lineal

Gerardo Tinoco
Guerrero

Introduccién
Cémputo Cientifico
Métodos de aproximacion

Introduccién a

Diferencias hacia adelante Python para el

computo Cientifico

Métodos Clasicos de
dU - U(Xi + AX) - U(Xi) Aproximacién
— ~
ax Ix; (Xi + AX) — X Ecuacién de Poisson
Ui — U; ui — Ui Ecuacién de Transporte
= i+1 L i+1 ! Ecuacion del Calor
Xit1 — Xi AX Ecuacion de Transporte y
Difusién

Introduccion a los
esquemas de
Diferencias Finitas
Generalizadas
Diferencias Finitas
Generalizadas

X,=a x=iA x x =b



Combinacion Lineal

Gerardo Tinoco
Guerrero

Introduccién
Cémputo Cientifico
Métodos de aproximacion

Introduccién a

Diferencias hacia atras Python parael
computo Cientifico
Métodos Clasicos de
% ~ U(Xi) — U(X,‘ — AX) Aproximacion
ax X Xi — (X,' — AX) v
Ecuacion de Poisson
] L Ecuacion de Transporte
= Ui — Ui = Ui — Ui Ecuacién del Calor
Xi — Xi—1 AXx Ecuacién de Transporte y
Difusion

Introduccion a los
esquemas de
Diferencias Finitas
Generalizadas
Diferencias Finitas
Generalizadas

x,=a X =1A X x =b



Combinacion Lineal

Diferencias centradas

du; _ u(x+ Ax) — u(x — Ax)
dxly (X +Ax)— (x5 — Ax)
_Uipn — U1 Ui — Uiy

Xir1 — Xj—1 2AX

u
x,=a X =1A X x =b
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Diferencias Finitas en 2D

Generalizando
¢ Como podemos generalizar lo anterior a 2D?
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Discretizacion para Diferencias Finitas Clasicas

Region de Estudio
Para este caso, utilizamos el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1]. Sin
embargo se puede usar una region rectangular [a, b] x [c, d].

Introduccién
Cémputo Cientifico
Métodos de aproximacion

Introduccion a
Python para el
computo Cientifico

Métodos Clasicos de
Aproximacion

Ecuacion de Poisson
Ecuacion de Transporte
Ecuacion del Calor
Ecuacién de Transporte y
Difusion
Introduccion a los
esquemas de
Diferencias Finitas
Generalizadas

Diferencias Finitas
Generalizadas



Discretizacion para Diferencias Finitas Clasicas

Introduccién
Cémputo Cientifico
Métodos de aproximacion

Introduccion a
Python para el
computo Cientifico

Métodos Clasicos de
Aproximacion

Ecuacion de Poisson
Ecuacion de Transporte
Ecuacion del Calor

Ecuacion de Transporte y
Difusion

Introduccion a los
esquemas de
Diferencias Finitas
Generalizadas

Diferencias Finitas
Generalizadas



Discretizacion para Diferencias Finitas Clasicas

Diferencias hacia adelante
Ahora tenemos pasos Ax, Ay. Podemos generalizar los esquemas
en diferencias hacia adelante.

Ouij U1, — Uij
ox AX ’
uij Uit — Uiy

oy Ay
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Discretizacion para Diferencias Finitas Clasicas

Diferencias hacia atras
Para las diferencias hacia atras,

8U,',/'
ox
8U,',/'
dy

Uij — Uit

Uiy — Uij—1

Ay
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Discretizacion para Diferencias Finitas Clasicas

Diferencias centradas
Para las diferencias centradas,

8u,-,,-
ox
8u,v,,-
dy

Uit1,j — Ui—1,)

2AX ’

Ui j1 — Uij—1

2Ay
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82
go_ _t. (2)  EcusciondoTansports
ox? Ecuacion del Calor
Ecuacion de Transporte y
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.z e .z . Introd io |
Solucion numeérica de la ecuacion de Poisson e

Diferencias Finitas

Se busca un esquema de diferencias finitas para aproximar la Generalizadas
ecuacion de Poisson en un dominio regular. Difsrenciaslitias
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Ecuacion de Poisson en 1D
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Esquema en Diferencias Finitas Python para el
. . . computo Cientifico
El primer paso es reemplazar las derivadas parciales por su N —
aproximacion en diferencias finitas, esto es Aproximacién
Diferencias Finitas
(]5,‘,1 - 2¢, + ¢i+1 . f 3 Ecuacion de Transporte
AX2 — —h ( ) Ecuacion del Calor

Ecuacion de Transporte y
Difusién

Si variamos i en esta ecuacioén, tendremos varias ecuaciones del

Introduccion a los

GStilo B?fil:eerr:]cai:sdsinilas
¢1 - 2¢2 + ¢3 — _f Generalizadas
Ax2 - 2 Diferencias Finitas

Generalizadas

las cuales deben de resolverse de manera simultanea.



Ecuacion de Poisson en 1D
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Un sistema Matricial computo Cientifico
Al juntar todas estas ecuaciones, obtendremos un sistema de la forma Métodos Clasicos de

Aproximacion
Diferencias Finitas
1 -2 1 ... 0 0 0 &1 ~f
Ecuacion de Transporte
1 -2 1 0 N 0 ¢2 _f2 Ecuacion del Calor
1 0 O 1 _ 2 1 . 0 ¢3 _ _ f3 E::'.;:;‘n de Transporte y
sz . . - . - . . Introduccion a los
esquemas de

) - ’ ' ’ i ) ’ ’ Diferencias Finitas
0 O e 0 1 72 1 ¢m *fm Generalizadas
(4) Diferencias Finitas
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Ecuacion de Poisson en 1D

Condiciones de Frontera

Es normal que en un problema de este estilo se cuenten con
condiciones en las fronteras de la regién, en este caso quiere decir
que se conocen los valores de ¢1 y ¢m, tomando en cuenta lo
anterior, tenemos el sistema

2 1 0 0 0 0 b2 —h
1 -2 1 0 0 0 b3 -3
1 0o 1 -2 1 0 0 ba | _| A
Ax? . .
0o 0 .. 0 0 1 -2 Pm-1 s
(5)

tomando en cuenta que (—f; — ¢1/Ax?) y (—fm — ¢m/Ax?) también
forman parte de la aproximacion.
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.y . Mélod_os C!z?sicos de
Solucion del Sistema Anp'roxumac;on
. . . iferencias Finitas
Una vez que se tiene ensamblado el sistema, tendremos un sistema
lineal de la forma S

A¢ = — f Ecuacion de Transporte y

Difusion

el cual puede resolverse de una gran cantidad de formas. Introduccion a los
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Ecuacion de Poisson en 1D
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Ejemplo Numérico
. .. Métodos Clasicos de
Aproximar la solucion del problema Aproximacion

2
% = 2sin(x) + x cos(X).

Con condiciones de frontera

Ecuacion de Transporte
Ecuacion del Calor
Ecuacién de Transporte y
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9(952) = X cos(x) i
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Ecuacion de Poisson en 1D
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Otro enfoque de Diferencias Finitas Python para el

computo Cientifico
Una vez que ya hemos reemplazado las derivadas de la ecuacion por Métodos Clésicos de
su aproximacioén en diferencias finitas CEIEAITEEL

Diferencias Finitas

¢i71 — 2¢, + ¢i+1 —_f Ecuacion de Transporte
—2 = — I Ecuacion del Calor
AX Ecuacion de Transporte y
Difusion
Podemos despejar ¢; para obtener la expresion Introduccion a los
esquemas de
1 Diferencias Finitas
2 . G lizad
61 = 5 (BXF+ 611+ 61+ 1) ) |

Generalizadas



Ecuacion de Poisson en 2D

Ecuacidn de Poisson en 2D
En dos dimensiones espaciales, la ecuacion de Poisson toma la forma

Po %9

ﬁﬂ‘aiyzz—f. (7)

Solucion numérica de la ecuacion de Poisson
Se busca un esquema de diferencias finitas para aproximar la
ecuacion de Poisson en un dominio regular.
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Ecuacion de Poisson en 2D

Esquema en Diferencias Finitas
Siguiendo la misma idea que en el caso en 1D, comenzamos por
reemplazar las derivadas parciales por su aproximacién en
diferencias finitas,

Gij1 — 2¢ij + biji1

Gi—1j — 2P+ Pit1,j
Ax? + Ay? = ®)

Esto nuevamente nos generara un sistema de ecuaciones. Para
facilitar las cuentas y tomando en cuenta que se trata de una regién
regular, supongamos que

Ax=Ay=h.
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Ecuacion de Poisson en 2D
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Ecuacion de Poisson en 2D
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Ecuacion de Poisson en 2D

Introduccién
Cémputo Cientifico
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Matriz por bloques Introduccién a
Python para el
Para elcasode m=5 computo Cientifico
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Ecuacion de Transporte
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Ecuacion del Calor
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Ecuacion de Poisson en 2D

Introduccién
Cémputo Cientifico

Gerardo Tinoco
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Métodos de aproximacion
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Ejemplo Numérico computo Cientifico
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B¢ 0%¢
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Ecuacion de Poisson en 2D

Introduccién
Cémputo Cientifico
Métodos de aproximacion

Otro enfoque de Diferencias Finitas TiEEtne

Python para el

Nuevamente, una vez que ya hemos reemplazado las derivadas de la camputo Cientifico

ecuacioén por su aproximacion en diferencias finitas e aa——
Aproximacion
¢i71,j _ 2¢i,j + ¢i+1,j + ¢i,j71 _ 2¢i,j + ¢i,j+1 B 7f . Diferencias Finitas
Ax? Ay2 - - Ecuacién de Transporte
Ecuacion del Calor
y Suponiendo que Eiclﬁft")?xn de Transporte y
AX = Ay = h7 Introduccion a los

esquemas de
podemos despejar ¢;,; para obtener la expresion Diferencias Finitas
Diferencias Finitas
Generalizadas

1
$ij = g <¢i—1,/ + Git1,j + Pij-1Pijr1 — hzfi,j) (12)



Ecuacion de Adveccionen 1+ 1D

Ecuacion de Adveccion
Si una sustancia esta siendo transportada en un fluido a una
velocidad constante a, entonces la funcién del flujo puede escribirse
como

f(u) =au

Entonces podemos saber el flujo de materia que pasa por el punto x
simplemente multiplicando la densidad local u(x, t) por la velocidad
de transporte. Como el total de la masa que pasa entre x; y X2
cambia Unicamente debido al flujo en los puntos finales, podemos
calcularla como

d [

gt u(x, tydx = f(u(x, t)) — f(u(xe, 1)),
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Ecuacion de Adveccionen 1+ 1D
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mTo o L
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Ecuacion de Adveccionen 1+ 1D

¢ Como discretizar la ecuacion?

Tenemos que discretizar el operador, y para ello tomaremos en
cuenta esquemas de Diferencias Finitas tanto para la derivada
temporal como para la derivada espacial.

Discretizacion FTBS
Para la parte temporal tomaremos un esquema de diferencias hacia
adelante, y un esquema de diferencias hacia atras en el espacio.

ou _ U —uf pu _u

ot~ At ax — Ax
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Ecuacion de Adveccionen 1+ 1D

Introduccién

Discretizacion Computo Cletico
Sustituyendo en la ecuacion de adveccion Hictodes desproximacion

Introduccion a
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Ecuacion de Adveccionen 1+ 1D

Discretizacion FTCS

Para el caso centrado, nuevamente tomamos un esquema en
diferencias hacia adelante en el tiempo, pero ahora tomamos
diferencias centradas en el espacio.

K K K
ou _ut —uf ou Uiy — U4

ot~ At ox 2Ax
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Ecuacion de Adveccionen 1+ 1D

Discretizacion FTCS
En este caso

K1 K At K
U,-Jr =Uu — am(um — U,'_1).
G ° ) n+1
n

1 j j*1

Gerardo Tinoco
Guerrero
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Ecuacion de Adveccionen 1+ 1D

Discretizacion FTFS
En este caso tomaremos un esquema de diferencias hacia adelante,
para tiempo y espacio.
ou _utt -y ou _ ufy —uf
ot At ox ~ Ax

entonces ¢
k+1 k A k k
u; =Uu —a— Uy — Uu).
i i QX( i+1 i )
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Ecuacion de Adveccionen 2 + 1D

Ecuacion de Adveccion
La ecuacién de adveccién en dos dimensiones espaciales puede

escribirse como
ou + a@ + b@ =
ot ox oy

donde ay b son las velocidades en las direcciones horizontal y
vertical respectivamente.

0,
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Ecuacion de Adveccionen 2 + 1D
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Ecuacion de Difusion
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Ecuacion de Difusionen 1 - 1D
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Ecuacion de Difusionen 1 - 1D

Discretizacion
En este caso, podemos ver que necesitamos utilizar diferencias finitas
de segundo orden para la parte espacial.

@ Uiy — 22U+ Ui
ox2 "~ Ax? ’
con lo que obtenemos
ou L (Y = 2U; + Uj—1
at Ax?

Ahora surge la duda, ;Qué hacemos con la derivada temporal?
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Ecuacion de Difusionen 1 - 1D

Discretizacion
Para la parte temporal, podemos reemplazar la derivada temporal por
su aproximacién en diferencias hacia adelante
du _ uf —uf
N
y con esto podemos escribir

K+1 ik K K |k
U U Uik o 205 + Ui

At Ax? ’

o, despejando u*,

K+ x , VAL

k k
ut =u + N (u,-+1 —2u; + u;_1) .
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Ecuacion de Difusionen 1 - 1D

Introduccién
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Ejemplo Numérico Métodos Clésicos de

Aproximacion

Aproximar la solucién del problema de difusion sujeto a las Diferencias Finitas

Ecuacion de Poisson

condiciones . Ecuacin de Transporte
- t
u(0,t) =e " " cos(mx) v
Ecuacién de Transporte y
Difusion
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Diferencias Finitas
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Ecuacion de Difusionen 2 + 1D

Discretizacion
En el caso de dos dimensiones espaciales, la ecuacion de difusion se

escribe como

u_ (Fu  Fu

ot~ " \oxz oy )’
Nuevamente surge la duda, ¢ Cémo se puede hacer un esquema de
diferencias finitas para aproximar u?

Introduccién
Cémputo Cientifico
Métodos de aproximacion

Introduccion a
Python para el
computo Cientifico

Métodos Clasicos de

Aproximacion
Diferencias Finitas
Ecuacion de Poisson
Ecuacion de Transporte

Ecuacién de Transporte y
Difusion
Introduccion a los
esquemas de
Diferencias Finitas
Generalizadas

Diferencias Finitas
Generalizadas



Ecuacion de Difusionen 2 + 1D

Discretizacion
Al igual que en el caso en 1 + 1D, podemos utilizar diferencias finitas
de segundo orden para la parte espacial.

2
o°u _ Uipr,j — 2Uij + Ui
ox? Ax2 ’

Pu U1 — Ui + Uiy 1
oy? Ay? ’
con lo que obtenemos

ou U1 — 2Ujj + Uiza,j 4 Y = 2Ujj + Ujj—1
ot Ax? Ay?

¢ Podemos hacer lo mismo para la derivada temporal?
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Ecuacion de Difusionen 2 + 1D

Discretizacion
Para la parte temporal, reemplazamos nuevamente la derivada
temporal por su aproximacion en diferencias hacia adelante

k+1 k

au o Ui,j - Ui,j
at At ’

y con esto podemos escribir

k+1 k k k k
;g — Uiy y U/+1; 2U,/ + U:—1/ Ujjr — 2U55 + Uiy
At Ax? Ay? ’
o, despejando uj”,
K+1 vAt K K VAt 1 K K
Ul = e (U — 20l + Ul +ayz (Une —2Ui+ Uiy )
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Ecuacion de Difusionen 2 + 1D

Ejemplo Numérico
Aproximar la solucion del problema de difusion sujeto a las
condiciones de frontera

727721/1) cos(mx) cos(my)

u(x, y, t)la = €

y condicion inicial
cos(mx) cos(my)

u(x,y,0)=e
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Ecuacion de Adveccion-Difusion

Ecuacion de Difusion
La ecuacion de adveccion-difusién describe fenomenos fisicos donde
las particulas, energia o algunas otra cantidad fisica es transportada
y difundida en un medio debido a dos procesos diferentes: Adveccion
y Difusion.

au

5+ V- (—vVu(F, t) + Vu(F, t)) =0,

donde u representa la concentracion de material que se difunde, v es
el coeficiente de difusividad y v son las velocidades de transporte.
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 1 + 1D

Discretizacion
En el caso en una dimensién espacial, la ecuacién de
adveccion-difusion se escribe

du 8%u aau

o _ 7Y g9Y

ot Ox? ox
Ahora, ¢ Como se puede hacer un esquema de diferencias finitas para
aproximar u?
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 1 + 1D

Discretizacion
En este caso, podemos ver que necesitamos utilizar diferencias finitas
de segundo orden para la parte espacial.

Pu Uit — 20 + Uiy
ox2 Ax? '
con lo que obtenemos

ou _  (Uwi—20i+Uy) _0u
ot Ax? ox’

Ahora surge la duda, ;Qué hacemos con la otra derivada espacial?
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 1 + 1D

Discretizacion
Para la segunda derivada espacial, es una buena idea usar
diferencias finitas centradas.

ou Uiy — Uiy
ox 2Ax
con lo que obtenemos

ou _ L [ Ui —2Uui+Ui—1\ a(um — u;_1)
ot Ax? 2Ax ’

¢ Coémo manejamos la derivada temporal?
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 1 + 1D

Introduccién
Cémputo Cientifico

Discretizacion Métodos de aproximacién
Para la parte temporal, al igual que en los casos anteriores, podemos Introduccion a
. . .z . . Pyth |
reemplazar la derivada temporal por su aproximacion en diferencias comput Glentifico
hacia adelante K1 P Métodos Clasicos de
— U Aproximacion
% ~ u’ ul Diferencias Finitas
at At ’ Ecuacién de Poisson
s Ecuacién de Transporte
y con esto podemos escribir Ecuacién del Calor
k+1 k
Ul- - U,' — v (ui+1 - 2ui + U4 ) —a (Ui+1 — Ui ) Introduccion a los
= ) d
At AX2 2AX E?fil:eerr:]cai:s Isinilas
Generalizadas
despejando uf*", Conraiiatia
K1 k , VAL ( K k| ok ) ait ( K K )
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 1 + 1D

Ejemplo Numérico
Aproximar la solucion del problema de adveccion-difusion sujeto a las
condiciones de frontera

1 B (xﬂ?rfo.)s)2
— pIias]
el = (447 ) @ ,

y condicion inicial
_ (x=0.5)?
ux,0)=e~
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 2 + 1D

Discretizacion
En el caso de dos dimensiones espaciales, la ecuacion de difusion se
escribe como

ou_ (Fu P\ _ou_,ou
ot — T \ox2 ' gy? Ox ay’

Nuevamente surge la duda, ¢ Cémo se puede hacer un esquema de
diferencias finitas para aproximar u?
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 2 + 1D

Discretizacion

Al igual que en el caso en 1 + 1D, podemos utilizar diferencias finitas
de segundo orden para la primera parte espacial y centradas para la
segunda.

2 2
0°U U1, — 2Ujj + U1 0°U _ Uijy1 — 2Upj + Ui jr
ox? Ax? ’ ay? Ay? ’

ou_ Uig,j— Ui U Upj1 — Ujj—1
ox 2Ax ’ oy 2Ay ’

con lo que obtenemos

ou (Ut =20+ Uiy Uit — 2Uij + Uij—1
ot Ax? Ay?

Uit —Ui—1j\ Ui j+1 — Ujij—1
2(“a ) o (M)
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 2 + 1D

Discretizacion
Para la parte temporal,

K+1 ok
du U —Uj
at At ’
y con esto
K1k
U — iy L (Uit = 2Uij+ Uiz1j | Uijy1 — 2U;j + Uij 1
At Ax? Ay?
_ g Yty Uity oy (Uit = Uit )
2Ax 2Ay
[0}
K Kok K Kook
K gy A [ Y T 2U Uy Ui = 205 Ui
o = UyTv Ax2 Ay?
K K K K
Ui — Ui Uijr1 — Ujjq
— aAt +1. =) _ pAt L+ 1]

2AX

2Ay
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Ecuacion de Adveccion-Difusionen 2 + 1D

Ejemplo Numérico
Aproximar la solucion del problema de adveccion-difusién sujeto a las
condiciones de frontera

1 _ (x—at—0.52  (y—bt—0.5)2
u(x t = —1e V(4T (&)
( 7y’ )‘Q 4t+ 1 )
y condicion inicial

_ (x=0.52  (y—0.57?

u(x,y,0)=e
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Introduccion a los esquemas de Diferencias Finitas
Generalizadas
Diferencias Finitas Generalizadas
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Diferencias Finitas Generalizadas

» Los esquemas clasicos de diferencias no se pueden aplicar en
mallas irregulares.

» Necesitamos esquemas alternos y mallas adecuadas para el
problema.
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Ejemplo de una malla irregular

Usando UNAMALLA (http://www.mathmoo.unam.mx/unamalla/). Iiiesl EE
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El operador lineal
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El enfoque de diferencias finitas Selelelicanes
Para hacerlo necesitamos aproximar el operador lineal de segundo
orden

Lu = Auxx + Buy, + Cuyy + Dux + Euy + F

en el punto py, utilizando aproximaciones de los valores de u en
algunos de sus vecinos.



Diferencias finitas Generalizadas
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Expansion en series de Taylor
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rdenando
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Un problema equivalente

1 oo 1 FO
Axq .. DAxq !
M2

Ay, o Ayg
(Ax)2 ... (Axg)?
AxiAyr ... AxgAyq
(Ay)? . (Byg)? M,

O OO OO =

» 6 ecuaciones y q + 1 incognitas.
» Resolver en el sentido de cuadrados minimos.
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Resolviendo por cuadrados minimos
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Para calcular Iy utilizamos

Fo = F(po) — Fr... — Tq.



Ejemplo: Difusion
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